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Uber das Anfangswertproblem der Dirac-Gleichung* 
V o n J O S E F K A M P H U S M A N N 

Aus dem Institut für theoretische Physik der Universität Münster 
und der theoretischen Abtei lung des Instituts für angewandte Physik der Universität Hamburg 

(Z. Naturforschg. 17 a, 1041—1049 [1962] ; eingegangen am 21. September 1962) 

Es wird das HADAMARDSche Verfahren zur Lösung partieller hyperbolischer Differentialgleichungen 
auf das Anfangswertproblem der DiRAC-Gleichung bei raumartiger Anfangsfläche übertragen. Dabei 
ergibt sich eine Darstellungsformel, die die Lösung explizit und singularitätenfrei als Funktional 
der Anfangswerte und der Inhomogenität im Abhängigkeitsgebiet darstellt. Die so erhaltene Dar-
stellungsformel wird verifiziert. 

Ferner wird die Randbedingung dö^ y = 0 für einen Lichtkegel als Anfangsfläche (charakte-
ristisches Problem) untersucht. Dabei ist es möglich, diejenige Klasse von Funktionen anzugeben, 
die diese Bedingung erfüllt, wobei sich zeigt, daß dann die Lösung im Inneren von den Werten auf 
dem Rande nicht mehr abhängt. Schließlich wird für das charakteristische Anfangswertproblem mit 
dieser Randbedingung eine Darstellungsformel mit Hilfe des HADAMARDSchen Verfahrens hergeleitet 
und diskutiert. Es ergibt sich, daß diese Lösung auf dem Rande den Wert Null annimmt. 

Das Problem besteht darin, die Lösung ip(x) der 
inhomogenen DiRAC-Gleichung 

(¿7" 3 , + *) ip(x) = f(x) (1) 

in einem beliebigen Aufpunkt x als stetiges und 
singularitätenfreies Funktional der Anfangswerte 
von ip auf einer raumartigen Fläche (speziell x° = 0) 
und der Inhomogenität / anzugeben. 

Die Bezeichnungen sind wie folgt festgelegt: 

a) Weltkoordinaten: x steht als Abkürzung für 
x1, x2, a;3). x0 ist et (reell!) und x1, x2, Xs sind 

kartesische Koordinaten im Ortsraum. Der metrische 
Fundamentaltensor (guv) ist so gewählt, daß fol-
gende Beziehungen gelten (die Summationsindizes 

¡j,, v, Q laufen von 0 bis 3, die Indizes i, j, k, l von 
1 bis 3 ) : 

R2 = g^ x" xv = (z0)2 - (z1)2 - (x2)2 - (x3)2 

(Weltabstand), 

r2 = ( x 1 ) 2 + (x2)2 + (xs)2 = - gij xl xi 
(räumlicher Abstand); 

du steht als Abkürzung für d /dx^. 

b) D I R A C - G l e i c h u n g : Die Schreibweise der D I R A C -

Gleichung ist durch (1) bereits festgelegt. Die y^'s 
sind durch die Vertauschungsrelation 

y,u yv + Yv y„ = 2 guv (2) 

definiert. Die DiRAC-Gleichung wird hier als eine 

* Auszug aus der Dissertation Universität Münster 1962. 
1 W . FRANZ, Zur Methodik der DiRAC-Gleichung, S.B. Bayer. 

Akad. Wiss. 1935. 

partielle Differentialgleichung erster Ordnung für 
die hyperkomplexe Funktion ip(x) im Bereich C4 

der CLiFFORDschen Algebra aufgefaßt (ip ist also 
16-komponentig), vgl. dazu etwa 1 . Die yv sind da-
bei im Sinne einer hyperkomplexen Vektoralgebra 
(s. etwa 2 , Kap. 6, § 5) die vier Einheitsvektoren 
des R4 der speziellen Relativitätstheorie; der Orts-
vektor ist dann yvxv, und der DiRACsche Differen-
tialoperator 3,« stellt sich als die Verallgemeine-
rung des V-Operators dar. 

In der vorliegenden Arbeit wird das H A D A M A R D -

sche Verfahren in der Form verwendet wie es in 3 , 
VI. Kap., § 9, Ziff. 3, für die KLEIN-GORDON-Glei-
chung beschrieben ist. 

1. Herleitung der Darstellungsformel 

Die Werte der Lösung im Punkte x hängen ab 
nur von den Werten der Inhomogenität und den An-
fangswerten im sogen. Abhängigkeitsgebiet G (vgl. 
die Charakteristikentheorie hyperbolischer partieller 
Differentialgleichungen), das begrenzt wird von dem 
rückwärtigen Lichtkegel M von x und der Anfangs-
fläche B (x° = 0 ) , s. Abb. 1. Es ist bequem, für den 
Integrationspunkt x neue Koordinaten r, jii, aJ ein-
zuführen durch 

x'° = x° — T, 

x'i = xi + r(l-ju) ai ^ 

2 M. L A G A L L Y U. W . F R A N Z , Vorlesungen über Vektorrechnung, 
Akad. Verl.-Ges., Leipzig 1959. 

3 R . C O U R A N T U. D. H I L B E R T , Die Methoden der mathemati-
schen Physik, 2. Band, Springer-Verlag, Berlin 1937. 
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mit a.j a ; ' = —1 (Richtungskosinusse des räumlichen Wegen der Singularität von (5) auf M wird nach 
Einheitsvektors). Größen, die mit der Tilde (~ ) dem Vorgang von 3 ein Näherungsgebiet Ged gewählt, 
gekennzeichnet sind, beziehen sich immer auf die definiert durch die Ungleichungen 
Differenz OC — OC 0C • In den neuen Koordinaten hat 
man die Beziehungen 

r = r ( l - y u ) , 
yoxe = r { y 0 - (1-ju) yjcti}, 
d*x' = T3 dr (1 — ju)2 dju dco , 

(4) 

0 < < 3 < T < X 0 ; 0 < £ < / i < l 

mit der Oberfläche Oed , bestehend aus: 

Du5: t = <5, Mes: fi = s, B£: T = X°. 

worin da) das Oberflächenelement der räumlichen 
Einheitskugel bezeichnet. 

Als Grundlösung wählen wir hier 

A\(xR) . 

A'j ist die NEUMANNsdhe Funktion mit dem Index 1. 

r ( x - x ) = ( - i f 3 , + K ) ; * 
2 R B 

Abb. 1. 

Unter Benutzung der Zusammenhänge zwischen N E U M A N N - und BESSEL-Funktionen läßt sich (5) um-
formen zu (die Differentiationen sind z. Tl. ausgeführt) 

r ( x - x ) = 2 iy0&[ * Jt(xR) + 
/?3 

/ 0 (« R) 
R4 R2 

( - i f d v + x) log x2 R2 + reg. Fkt.; 
(6) 

reg. Fkt. bezeichnet diejenigen Teile von -T(x — x), die für R = 0 regulär bleiben; sie gehen in das Er-
gebnis nicht ein. Gl. (6) stellt also die Form der Grundlösung dar, die ihre Singularitäten übersehen 
läßt. Wegen 

(i yv 3v + x) ( - i y» + x) =dvdv + x2 

gilt in Ge,5: r(x — x') ( — i yv dv' + x) = 0 . 

Wir multiplizieren nun die DiRAC-Gleichung (1) von links mit T i x — x ) , integrieren über Gtd, formen 
die linke Seite nach dem GAUssschen Integralsatz um, wobei nur das Oberflächenintegral bleibt, und er-
halten: 

i f don' r (x — x') y*ip(x) = / d V r ( i - i ' ) fix) . (7) 
°eö Geö 

Als Funktion von e hat (7) die Gestalt 

a l o g s + b +c + Oie) =0; 
e 

a, b, c hängen dabei nicht von e ab und O(e) verschwindet mit £—>0. Man bezeichnet a als den logarith-
mischen Anteil eines wie (7) divergenten Ausdrucks und schreibt: 

a = iI d a / rix — x) y^ipix') — [ d fix') . 
*Oeö 

(8) 

Zum logarithmischen Anteil trägt offensichtlich der reguläre Bestandteil der Grundlösung nicht bei. Der 
Koeffizient a ist invariant gegen lineare Transformationen von e, und die Forderung, daß (8) identisch 
in e gelten soll, führt auf a = 0 

Im Limes <5 - > 0 ist diese Beziehung dann die gesuchte Darstellungsformel, deren Bichtigkeit im nächsten 
Abschnitt unabhängig verifiziert werden wird. 
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Wir beginnen die Auswertung mit der rechten Seite von (7 ) . Der logarithmische Anteil ergibt sich zu 
x« 

I T3 dr I dü> I d/.t 2iT(y0(l-iu)2-yjai(l-ju)s) 

_ X* R) , J0(xR)\^ j<a-r*)2 J 
r2/i(2—¿tt) x R ^ r*jus(2-/i)s ' x* [x{2-/x) 

(9) 

da der Term mit log vr R2 nach der Integration über fx nicht mehr logarithmisch divergiert. Unter Berück-
sichtigung der Partialbruchentwicklung von Ausdrücken der Form 

( l - / " ) 7 l > ( 2 - / O l " 

und der Reihenentwicklung der Zylinderfunktionen um den Nullpunkt erhält man hieraus (die Begularität 
von / am Rande wird ein für allemal vorausgesetzt) : 

1 
jd*x'ri = f d . / d a , / d - ^ - l ( l -

Wie in 3 folgt dann 

x x 
2 [x fix) . 

(10) 

x" i 
f d V r/=fdT f dco I du Ji(y0- Yi af) A 

*Geö 

C)f_ 
¡X dfl ¿i = 0 

1 - i / o 2 ¡x 
1 - + iyjai 1 1 x x 

2 [x ! 

3 [X y[i = 0 
- — T o) 3 / 

l>0 o 1 - -iyjaß 1 

und mit 

lautet das Ergebnis: 

*Geä ö 

Der Grenzübergang <5 — 0 ist hierin ohne Schwierigkeiten ausführbar. 

Die Integrale i j d o / T y^ xp und i / do/ T y^ip 
*v£Ö *Be 

sind von gleicher Gestalt. Man kann sie zugleich auswerten, indem man das Integral 
1 

i f do/Ty V = if dco f djuz3(l-ju)2r(x-x) y°tp(x) 

(11) 

/ , . o } , 

(12) 

X- X' \ X T 
I r = xl • 

(13) 

(14) 

betrachtet. Die Integration in (14) unterscheidet sich von der in (9) nur durch das Fehlen von f dr, so 
daß wir die dort durchgeführten Überlegungen sofort übertragen können mit dem Ergebnis 

i I do/ r yfiyj = i j dco j (y0 - y} a>) y0 al ^ (15) 

; i - V i -
X- X- \ X T 

YoV 

Es bleibt noch das Integral 

Für ju — £ hat die Grundlösung die Form 

r ( x - x ) 1̂ =8 = 

i J do/ T (x — x) y^ipix') . 

f • 

(16) 

r r x 1 1 1 2 
£ 2 

( . ¿ y v + Jl(xR) 
R 

log £ + reg. Fkt., 
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wobei wesentlich ist, daß der Koeffizient von log £ derselbe ist wie der von log* 2 / ? 2 , so daß wir also 
für (16) erhalten: 

I doft'ry"y>= - i j d a / ( - ¿ 7 " 3 v + x) * h { x R ) yuip(x) . (17) 
Mö 

Hierin kann wrieder ohne Schwierigkeiten (5 = 0 gesetzt werden; da Avir aber xp auf M nicht kennen, müssen 
wir die folgende Umformung vornehmen: Der Integrand von (17) ist im ganzen Gebiet G regulär, im 
übrigen sind die Voraussetzungen von (7) erfüllt, so daß wir erhalten: 

[ doAi-iyd. + x) * h (y: R) 

J L 2 R i / 

= i j do/ | (-¿yy dr + x) 

y-uip(x') 

h(x R) 
2 R y>* xp (x ') __ [ d*x'\(-iydv + x) h{y-k) 

J 2 R 

(18) 

fix) . 

In (18) kommen nur noch bekannte Größen vor. Damit ist das Bilden der logarithmischen Anteile ab-
geschlossen. Der Grenzübergang d —> 0 erfordert nur für das Integral 

i I dOu = i I dco | y5 (y0 - y, ct>) y0 a{ 3 / xp + [i y0 * f 1 - ) - i Yj a ^ 1 - ö2 xd 
2 Y oV 

noch zusätzliche L berlegungen. Im Limes ¿ - > 0 bleibt hiervon 

- / ¿(*>tiv>-YiaiYoV) » 
dö,ö=0 

wobei der zweite Term bei der Winkelmittelung verschwindet, während der erste — 2 nxp im Aufpunkt lie-
fert. Für (19) kommt also: 

lim i f d a / T 7" xp = — 2 nxpix) . 

Fassen wir alle Ergebnisse zusammen und beachten, daß bei der Verwendung von (15) für das Integral 
über B die Normalenrichtung —y0 einzusetzen ist, so erhalten wir die gewünschte Darstellungsformel: 

2nxp(x) = - I d v [ ( - i > " 3 „ + x) * h{y:R) } f i x ) - i I d v [ ( - i y " 3v + x) * h{lR) 

J 2 R J [ 2 R 
G B 

- j dr dco | i r 2 iy0 — yi d ) a} 3 / / i x ) + /o \ 1 - ~ 2 

j dco | iy0 - yj ri) y0 al 3/ xp ix ) + 

2. Verifikation der Darstellungsformel 

a) Die Darstellungsformel reproduziert 
die Anfangswerte 

1 
Y 0 9 1 - x- (,r°)2 

— i yj ^ 1 — 

-7iai( 1 -

4 

y.HzY-

X T 

2 

+ i 

Yo W 

/ ( * ' ) } (20) 

YoV>(x)\-

Integrand jedoch wiegen = 0 alles außer 

i^xp-Yiai YoV) 

verschwindet. Man erhält hieraus mit den gleichen 
Läßt man den Aufpunkt auf die Anfangsfläche Überlegungen, wie sie bei der Auswertung des In-

x° = 0 rücken, so geht das Integrationsgebiet der tegrals über die Deckfläche De,5 [vgl. ( 1 9 ) ] benutzt 
Integrale 

f d V ; f dr da); J 
G M B 

wurden: 

lim f da)(^ xp — yj v) y0xp) =2 nxp(x° = 0) . 

gegen Null, diese liefern also keinen Beitrag. Es Die durch die Darstellungsformel (20) gegebene 
bleibt lediglich das Integral über ß, von dessen Funktion erfüllt also die Anfangsbedingungen. 
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b) Die DIRAC-Gleichung ist erfüllt 

Für die folgenden Betrachtungen ist es bequem, 
die Integrationsvariable x durch x'° zu ersetzen und und berücksichtigen, daß 

nach Einführung räumlicher Polarkoordinaten 

dix = dx 0 r'2 d r dco 

r nur als Abkürzung für x° — x'° zu verstehen. Es 
gilt: 

fdr = fdx°. 
0 0 

Die Anwendung des DiRAC-Operators auf die 
rechte Seite der Darstellungsformel ergibt eine 
Reihe von Termen, die wir nacheinander diskutie-
ren wollen. Wir beginnen mit 

da;'0 T2 da) 

das Oberflächenelement des Randes M von G(x) ist, 
der bei einer Änderung von x verschoben wird [der 
Teil B des Randes von G{x) bleibt fest], so ergibt 

4Sx 

- d V 
G(x) 

R 
f ( x ) . (21) 

Abb. 2. 
Dieses Integral hängt sowohl über die Integrations-
grenzen [angedeutet durch die Bezeichnung G(:r) ] 
als auch über den Integranden vom Aufpunkt ab. • i <••• i r-i , i r\-cr i 

D r sich für das Element des Difterenzvolumens 
Die Anwendung des DiRAC-Operators auf den Inte-
granden ergibt Null, da 

( 3 " 3 „ + * 2 ) M = 0 
R 

im gesamten Integrationsgebiet gilt. Es bleibt 

„ I d V 
G(x) 

(—iyv dv + x) •M* R) 
R 

fix) , 
(22) 

dx'° T2 dco {dx° — oij dxi). 
Damit folgt: 

^ X0 

iy^d^f d V = i f dx'° f dco r2 (y0 - yj cc>). (24) 
G(x) 0 

Für den Integranden auf M (/? = 0) erhalten wir 
unter Berücksichtigung von 

yoxs = r(y0-yj a') auf M 

worm der Pfeil über dem Integralzeichen andeuten ^ e r t 

+ i l ^iro-ri^) fix) . (25) soll, daß hier nur die Grenzen differenziert werden 
sollen. Zur Auswertung von (22) gehen wir auf 
die Definition der Ableitung zurück und berechnen B e i m Einsetzen von (25) in (24) fällt der zweite 
die Differenz (vgl. Abb. 2) Term wegen 

( / - /)dV (23) (7o - 7}aj) (7o - 7 i = 0 

weg. Insgesamt haben wir also als Beitrag von der 
(23) ist gleich dem Volumenintegral über das Diffe- Anwendung des DiRAC-Operators auf das Volumen-
renzgebiet GiSx) — G(x + dx) —G(x). Schreiben wir integral 

/1 (* R) 
R 

-üy^v + x) I dV^- i-iy" dv + x) 

G(x) 

Wir wenden uns nun dem Mantelintegral 

x° 

- f dx'0 f dco{i^(7o-^-aO o} d{ fix') + 

/(*') = d z ' 0 dcoi^ iyo-7i*j) fix) • (26) 

i7 o 1 - - i yj aUl- X X 

2 fix)} (27) 

zu. Hierin hängen vom Aufpunkt ab: 1. die obere man leicht durch Einsetzen von (3) erkennt, die 
f , ,n folgenden Formeln: 

Grenze von I d z 0 ; 2. der Ausdruck r = x° — x°; 
o ̂  / = / (x °; x i = xi + r ai), (28) 

3. die Werte / von / auf M. Für letztere gelten, wie y-u 3,u f = if + ct'yo) 3//. (29) 
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Von der Anwendung des DiRAC-Operators auf das 
Mantelintegral (27) betrachten wir zunächst die 
Ableitung nach der oberen Grenze von / dx'°. We-
gen des Faktors r verschwindet vom Integranden 
an der oberen Grenze alles bis auf die Terme 

I d a > ( ~ 2 ro + iYi*!) h 

so daß wir analog zur Auswertung des Integrals 
über die Deckfläche bei der Herleitung der Darstel-
lungsformel erhalten: 

* 

- i 7" du [dx° J dco { . . . } = 2 n f(x) . (30) 
ö 

Die Anwendung des DiRAC-Operators auf den Inte-
granden von (27) kompensiert gerade den Beitrag 
(26) vom Volumenintegral. Dies erhält man nach 
längerer, jedoch elementarer Bechnung unter Be-
nützung der Formeln 

f dco [f + a* Yj a') 3 , ' / ( * ' ) = - 2 f dco y, o) f (x) 

r=T r—T 

und f dco (y* + a* y, aj) yk ak 3 / / (x ' ) = 0 . 
r=x 

Sie ergeben sich aus dem SxoKESschen Integralsatz 
im Dreidimensionalen, wenn man y ; 3,- in den sym-
metrischen und alternierenden Anteil zerlegt: 

yi 3 - = - Yj 3 - _ 1 Yj -xj- y* yi{xk 3/ - 3,) 
r er 2 r r 

i i 3 2 xi x) 3r bzw. y1 dj = - - - yj 1 r 1 r r dr 

+ ykyl(xkdi-xidk) yj xJ . 2 r r 

Man beachte, daß die Integrale über die geschlossene 
Oberfläche der Einheitskugel genommen werden und 
der Vektor (o^) die Richtung der Oberflächennor-
malen hat. 

Insgesamt also ergibt die Anwendung des D I R A C -

Operators auf die Summe von Volumen- und Mantel-
integral der Darstellungsformel gerade 2 Jif(x), 
d. h. diese Summe ist eine spezielle Lösung der in-
homogenen Gleichung. 

Die Anwendung des DiRAC-Operators auf die 
Summe von Boden- und Randintegral über ß ergibt 
Null, da die Rechnung der obigen vollkommen ana-
log verläuft mit dem einen Unterschied, daß hierbei 
die a:'°-Integration fehlt und damit der zu j{x) 

4 W . F R A N Z , Z . Naturforschg. 1 4 a, 4 9 3 [ 1 9 5 9 ] . 

analoge Term nicht auftritt, weil nicht nach der 
oberen Grenze differenziert wird. Die Integrale über 
B und ß stellen also zusammen eine Lösung der 
homogenen Gleichung dar, die, wie in 2. a) gezeigt 
wurde, die vorgegebenen Anfangswerte annimmt. 

3. Die Randbedingung do^ yu ip = 0 

Bei einer von F R A N Z 4 vorgeschlagenen Quantisie-
rung des DIRAC-Feldes ergeben sich Feldgleichungen 
in Gestalt einer inhomogenen DIRAC-Gleichung 

(iyvdv + x) yj(x) = f(x), (31) 

wobei xp auf den beiden durch x-uxn = 0 und 
(x" — z*") (xp — Zu) = 0 mit zM > 0 gegebenen Licht-
kegeln die Randbedingung 

f doMF(x) y"xp(x) = 0 (32) 

mit einer beliebigen nicht singulären Funktion F (x) 
erfüllen muß, damit die Erhaltungssätze für Energie 
und Impuls abgeleitet werden können. 

Wir wollen im folgenden zunächst nur die Ver-
hältnisse auf dem Lichtkegel I (xuxM = 0) ausführ-
lich betrachten. Da die Fläche eine Nullfläche ist, 
liegt der Normalenvektor da/( in der Fläche, und wir 
können, indem wir über da geeignet verfügen, 
dön = da Xp setzen, so daß wir haben (vgl. 5, Kap. 
IX, § 19) 

do^ = da yu xu . (33) 

Dann lautet die Randbedingung in differentieller 
Form: 

= 0 . (34) 

In ganz analoger Weise erhalten wir für den zweiten 
Lichtkegel: 

Yr^-z") xp = 0 . (35) 

Die Gin. (34) und (35) verlangen nicht xp = 0, 
da die CuFFORDschen Zahlen y^x-u bzw. y^ix^ — z^) 
auf dem jeweiligen Lichtkegel Nullteiler vom Re-
duktionsvermögen 1/2 sind. Stellt man die y^ in be-
kannter Weise durch vierreihige Matrizen dar, so 
sind in (34) bzw. (35) jeweils nur zwei Gleichun-
gen linear unabhängig. Der Spinor xp wird auf den 
Lichtkegeln durch die Randbedingung „nur zur 
Hälfte" bestimmt. Auf dem Schnitt der beiden Licht-
kegel ist jedoch xp = 0, da dort beide Bedingungen 

5 J. L. SYNGE, Relativity: The Special Theory, North Holl . 
Puhl. Comp., Amsterdam 1958. 
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gleichzeitig gelten und wegen (34) von (35) nur 
bleibt: 

'/¡x za xp = 0 . 

Nach Voraussetzung ist 2 kein Nullvektor, daher 
besitzt yu z1" ein Reziprokes, so daß folgt: 

xp = 0 auf dem Schnitt der (36) 
Lichtkegel. 

Schreiben wir 
r.u — 1/ . -vO . 

mit 

y,u xu = 7o + yr r 

yr = yjXi/r 

(37) 

(38) 

und beachten, daß auf dem Lichtkegel I x° = r ist, 
so können wir die Randbedingung (34) auch in der 
Form 

(7o + 7r)Y-' = 0 (39) 

angeben. Die Klasse derjenigen Funktionen, die die 
Randbedingung auf dem Lichtkegel I erfüllen, wird 
nun durch den folgenden Satz bestimmt: 

Für das Bestehen der Randbedingung y^ x^ xp = 0 
auf 0C,U Xu = 0 ist notwendig und hinreichend, daß 
sich xp im ganzen Gebiet einschließlich des Licht-
kegels darstellen läßt als 

\p = yvxvcp, (40) 
wobei die Funktion cp auf dem Lichtkegel nicht 
stärker als R£~2 (mit £ > 0 ) singulär werden darf. 

a) Wir beginnen mit der hinreichenden Bedin-
gung: Sie ist selbstverständlich, da aus (40) sofort 
folg t, daß auf dem Lichtkegel I gilt: 

y^x^yj = R 2 (p = 0 . (41) 

b) Die Bedingung ist auch notwendig. Wir brau-
chen dies nur für den Lichtkegel zu zeigen, da das 
Abspalten des Faktors yv xv aus xp im Inneren immer 
möglich ist, weil dort yv xv ein Reziprokes besitzt. 
Wir setzen nun also (39) voraus, das bedeutet: 

7o (42) 
Wir führen ein 

Vo = 7oV; Vr=-YrV 

und haben damit die Identitäten 

V = 7oVo> W ~Yr tyr (43 a, b) 

Aus diesen folgt 2 xp = y0 xp0 + yr xpT, (44) 

und wegen (42) ergibt sich dann 

2xp=(y0 + yr)xp0. (45) 

Das heißt, aus dem Erfülltsein der Randbedingung 

folg t, daß ip den linken Faktor y0 + yr abspaltet, wie 
behauptet. 

Alle Funktionen, die der Randbedingung (39) ge-
nügen, besitzen also die Darstellung ( 4 0 ) . Ein ana-
loges Ergebnis gilt dann auch auf dem zweiten Licht-
kegel; dort lautet die Darstellung: 

ip = Yn (x'a — z^) cp. 

Wir können beide Formeln kombinieren, so daß die 
Darstellung 

xp = [(xv-z1*) ( X u - Z f t ) yvxv + x'*xflyv(xv -zv)] cp 
(46) 

die Randbedingung auf beiden Lichtkegeln erfüllt. 
Aus (46) ergibt sich explizit noch einmal ( 3 6 ) . 

Die Darstellung (46) ist insofern nicht eindeutig, 
als an Stelle von (x-u — z<") (a;̂  — zß) bzw. x<" xß 

irgendeine Funktion gewählt werden kann, die am 
Rande wie (xu — z<") (x^ — zbzw. x** Xa verschwin-
det. Diese Vieldeutigkeit ist jedoch nicht wesentlich, 
da das Verhalten dieser Funktionen im Inneren im-
mer in die Funktion cp hineingenommen werden 
kann. Wir wollen also (46) als die normale Dar-
stellung der Klasse von Funktionen ansehen, die die 
Randbedingung auf beiden Lichtkegeln erfüllt. 

4. Dirac-Operator und Randbedingung 

Mit den Abkürzungen 
3 

3 r = t = 
or T 

vr _ 
xi (47) Yr — ~Y Yi t 

hj = -2 3; ~ Xj 3/,) 

schreibt sich der DiRAC-Operator in räumlichen Po-
larkoordinaten: 

7." 3,« = 30 + yr 3r + yr yh f Xki • (48) 

Wir führen neue Koordinaten ein durch 

1 (x<> + r); t= 1 (xO-r), (49) 
]/2 \/2 

damit die Ableitungen nach den charakteristischen 
Richtungen des DiRACschen Differentialausdrucks 
auftreten. Dann ist 

3 0 = 7 - 0 . + 3 i ) ; 3 r = * 0 , - 3 * ) • (50) 
]/2 1/2 

Definieren wir noch ys und yt durch 

7S = 1 (Y° + Yr) =Yt; Y* — \ (y° — 7 r) = Ys 5 
F2 F2 ( 5 1 ) 
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so erhält der DiRAC-Operator die folgende Gestalt: 

r 3.« = 7S 3S + y* 31 + Yr yk y] 4; • (52) 

In dem letzten Term haben wir die Koordinaten-
transformation nicht ausgeführt, da wir ihn für die 
folgenden Überlegungen nicht benötigen; wesentlich 
ist nur die Feststellung, daß er nicht mit einem Null-
teiler als Faktor behaftet ist. Man bestätigt nämlich 
leicht mit Hilfe der Definitionen ( 5 1 ) , daß ys und " / 
Nullteiler sind. Ihr Reduktionsvermögen ist 1/2. 
Dies besagt gerade, daß die Koordinatenrichtungen 
s und t die charakteristischen Richtungen des D I R A C -

schen Differentialausdrucks sind, denn nach den Ab-
leitungen 3,5 xp bzw. 3 t xp kann die DIRAC-Gleichung 
nicht aufgelöst werden (vgl. 3 , Anhang zum II. Kap.. 
§ 1 ) . 

Wir werden nun die Form (52) des DIRAC-Opera-
tors in Zusammenhang bringen mit der Randbedin-
gung (39 ) , die in den hier benutzten Bezeichnungen 
lautet: 

YsV = 0 . (53) 

Der Lichtkegel I ist die Fläche i = 0. Dort hat xp die 
Darstellung 

xp = yscp. (54) 

Damit erhalten wir auf dem Lichtkegel 

7 " 3 . « w = ( 7 S 3 .9 + yr yk yj hi) Ys <p, ( 5 5 ) 

da y, nur von den räumlichen Winkeln abhängt. 
Nach (55) hat also das Erfülltsein der Rand-

bedingung zur Folge, daß die DiRAC-Gleichung auf 
dem Lichtkegel eine innere Differentialgleichung 
wird, die die herausführende Ableitung Otxp nicht 
mehr enthält. Die Anfangswerte einer Lösung xp, die 
etwa auf dem Lichtkegel in Übereinstimmung mit 
der DiRAc-Gleichung (d. h. also nicht ganz willkür-
lich) vorgegeben seien, bestimmen, wenn sie der 
Randbedingung genügen, über die herausführende 
Ableitung nichts. Die Anfangswerte können somit 
die Lösung im Inneren über die Differentialglei-
chung nicht mehr beeinflussen, während sie in dem 
Falle, daß xp nicht dieser Randbedingung genügt, 

immerhin die Ableitung 3 t xp „zur Hälfte" festlegen. 
Die Randbedingung war in 4 entstanden aus der 

Forderung, daß die bei der Herleitung der Erhal-
tungssätze auftretenden Bandintegrale verschwinden 
sollten. Sonst sind diese Bandintegrale über die un-
endlich ferne Kugel zu nehmen; sie geben dann kei-
nen Beitrag, weil vorausgesetzt wird, daß die Funk-
tionen im Unendlichen hinreichend stark verschwin-
den. Dann spielen die Werte im Unendlichen auch 
für die Lösung keine Bolle mehr. Wir sehen nun. 
daß die Bandbedingung (32) im Falle eines end-
lichen durch Lichtkegel begrenzten Gebietes dasselbe 
leistet: Sie ermöglicht die Herleitung der Erhaltungs-
sätze und sorgt dafür, daß die Bandwerte sich nicht 
vermittels der DiRAc-Gleichung ins Innere fortpflan-
zen. 

5. Darstellungsformel für das charakteristische 
Anfangswertproblem der Dirac-GIeichung 

Das HADAMARDsche Verfahren (vgl. Abschn. 1) 
ist auch geeignet, die Darstellungsformel für das 
charakteristische Problem zu liefern. Wir werden sie 
hier für den Fall herleiten, daß die Anfangswerte 
von xp auf der charakteristischen Fläche o (d. h. dem 
Lichtkegel X« = 0) der Bedingung (34) genügen. 
Wie in Abschn. 1 betrachten wir wdeder den rück-
wärtigen Lichtkegel des Aufpunktes x und erhalten 
durch den Schnitt mit der Anfangsfläche das Abhän-
gigkeitsgebiet G (vgl. Abb. 3 ) . G wird begrenzt von 
M und B. Mit denselben Bezeichnungen wTie früher 
führen wir ein Näherungsgebiet G$$ ein, dessen 
Oberfläche Ot& aus Med, DS(5 und Be besteht. 

Abb. 3. 

Wir können nun die Gl. (7) übernehmen, wobei zu beachten ist. daß sie sich hier auf 

i f d o/ T (x — x) yuxp(x) +i f dou r(x-x') y^xp(x) = f d4x' T(x — x) f{x) (56) 
Jleö DEÖ ~VEÖ 

reduziert, weil wegen der Anfangsbedingung das Integral über Be verschwindet. 
Von (56) werden wieder die logarithmischen Anteile gebildet, wobei die Bechnung genau so verläuft 

wie in Abschn. 1, wenn man der Einfachheit halber den Aufpunkt auf Buhe transformiert. Es entsteht 
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so aus I d 4x'r f das Mantelintegral der Darstellungsformel, aus i / da,/ T y" xp erhalten wir 2 nip(x), 
•teö *Deö 

und i I dOu' r y" xp liefert hier nur das Volumenintegral, weil wegen der Anfangsbedingung das Integral 
Tleö 

über B verschwindet. Somit lautet die Darstellungsformel für das charakteristische Problem: 

2 7iip(x) = — I d4x' ( — i y" dv + y.) * x J1(y.R) 
R 

fix) 

j d r d c o j i * i y 0 - 7 j ^ ) ¿ d i ' f i x ) + i y 0 I ( l - y. T 
9 

(57) 

fix'))-

Man hätte diese Formel nicht ohne weiteres da-
durch gewinnen können, daß man in Abschn. 1 die 
Anfangsfläche charakteristisch werden läßt, da — ab-
gesehen von der Schreibweise in (20) — bei der Be-
rechnung des logarithmischen Anteils vom Integral 
über Be eine Zerlegung des Oberflächenelements be-
nutzt wurde, die voraussetzt, daß B raumartig ist. 

Die Darstellungsformel bestätigt die Ergebnisse 
von Abschnitt 4 explizit: Wenn ip auf der charakte-
ristischen Anfangsfläche die Bandbedingung (34) 
erfüllt, so hat das zur Folge, daß die Lösung im In-
neren von den Anfangswerten nicht mehr abhängt. 

Mit den gleichen Überlegungen wie in Abschn. 2 
läßt sich zeigen, daß die durch (57) gegebene Funk-
tion die inhomogene DIRAC-Gleichung löst. Für die 
Bechnung ist es dabei wieder bequem, den Aufpunkt 
auf Buhe zu transformieren. 

Es bleibt noch die Frage, welche Werte die Lösung 
auf dem Lichtkegel annimmt. Läßt man den Auf-
punkt auf ö rücken, so geht das Volumen von G ge-
gen Null. Das Volumenintegral liefert also keinen 
Beitrag. Um zu zeigen, daß auch der Beitrag des 
Mantelintegrals verschwindet, berechnen wir zu-
nächst den zeitlichen Abstand T (# ) zwischen dem 
Aufpunkt und den Punkten des Schnittes ß des Ke-
gels M mit der Anfangsfläche ö. Wir erhalten 

r ( 0 ) = (58) 
2 Cos2 ^ ( 1 + T a n y cos $ ) ' 

worin d den Winkel zwischen den Vektoren X und 
x' — X bedeutet. Ferner wurde % eingeführt durch 

x° = R Cos x; r = R Sin y • 

Wenn x auf den Lichtkegel ö rückt, geht % gegen 
+ oc. Das Mantelintegral aus (57) läßt sich nach 
Einführung räumlicher Polarkoordinaten für dco 
mit der Bichtung von X als Polarachse schreiben als 

+l rW 
f dcp f d cos x) f dr Fit, ¡9, <p) . (29) 

o - i 6 

F(r,d,rp) bezeichnet hierbei die geschweifte Klam-
mer in ( 57 ) . 

Nun ist 

lim 
2 Cos2 / ( 1 + T a n / cos # ) 1q 

für cos 0 = — 1 , 
für cos — 1 . 

(60) 

Dies besagt, daß, da (60) die obere Grenze von 
J dr ist, der Integrand von / d cos 0 überall ver-
schwindet außer im Punkt cos d = — 1, wo er jedoch 
endlich bleibt. Dann verschwindet aber das Integral 
über cos und wir erhalten vom Mantelintegral 
keinen Beitrag, wenn der Aufpunkt auf den Licht-
kegel ö rückt. 

Wir fassen zusammen: Die Lösung des charakte-
ristischen Anfangswertproblems der DiRAC-Gleichung 
mit der Bandbedingung (34) (die nicht xp = 0 auf 
dem Bande fordert!) hängt von den Anfangsdaten 
nicht ab und nimmt auf dem Bande den Wert Null 

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. W. F R A N Z , 

danke ich für die Anregung zu dieser Arbeit und wert-
volle Diskussionen. 


